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Die Bedeutung der Geometrie beruht nicht auf ihrem
praktischen Nutzen, sondern darauf, dal3 sie ewige und
unwandelbare Gegenstinde untersucht und danach
strebt, die Seele zur Wahrheit zu erheben.

Plato

Vorbemerkung

Die funf Platonischen Korper scheinen in ihrer Klarheit, strengen Schonheit und
der geheimnisvollen Vielfalt ihrer Zahleneigenschaften aus sich heraus und fir sich
zu bestehen und der menschlichen Betrachtung iiberhaupt nicht zu bediirfen. Kein
Mensch hat sie je in ihrer Vollkommenheit zu Gesicht bekommen.

Jahrtausende hindurch konnte nur die Sprache der Mathematik, der abstraktesten
Geisteswissenschaft  tiberhaupt, ihre geometrischen und symmetrischen
Eigenschaften beschreiben. Den Pythagoreern galten sie als geheiligte Ideen, in
denen sich der Kosmos in seinen einzelnen Bestandteilen ebenso wie als Ganzes
abbildet. Plato wihlte sie, um die Struktur unserer Welt im Mikrokosmos der
Elemente auszudricken. Kepler sah durch sie den Makrokosmos unseres Sonnen-
und Planetensystems geordnet.

Frihsteinzeitliche Volker im Norden Schottlands haben bereits ithre Symmetrien
gekannt und symbolisch in fast kugelformigen, steinernen Gebilden, den ,,carved
stone balls“, ausgedriickt. Kundige Druiden reichten ihr Wissen nach Stiden, nach
Magna Graecia zu den Pythagoreern weiter. Diese wihlten erstmals die uns
gelaufigen kristallinen Gebilde, um sie anschaulich sichtbar werden zu lassen.
Seitdem bemihten sich die Mathematiker Jahrhunderte hindurch, ihre
Gesetzmalligkeiten und ihre Zahlenverhiltnisse zu verstehen - zunachst mit den
Mitteln der Geometrie, wie sie Euklid begriindet hatte, dann mit den Mitteln der
Algebra, die im frithen Mittelalter arabische Wissenschaftler das Abendland gelehrt
hatten.

Ihre Symmetrieeigenschaften inspirierten seit Descartes zu neuen mathematischen
Disziplinen, die im 19. Jahrhundert durch Poinsot und andere in der sogenannten
,»Gruppentheorie ihre Vollendung fanden. Die moderne Feldtheorie und
Elementarteilchenphysik, die die physikalisch erfabare Realitit nur noch durch die
Symmetrieeigenschaften des Raumes, der Teilchen und Felder beschreiben, wiren
ohne diese Gruppentheorie nicht denkbar.

Erst als die bildenden Kinste der Renaissance, u.a. durch die geometrischen
Arbeiten des Piero della Francesca, die neuen Gesetze der Perspektive fiir sich
entdeckt hatten, konnte die Schonheit der stereometrischen Platonischen Korper
auch in der Ebene, also auf Zeichnungen und Gemilden, anschaulich und
tberzeugend vor Augen gebracht werden. Die Grofiten ihrer Zeit widmeten sich
mit Hingabe dieser Aufgabe: LLeonardo da Vinci zeichnete die Illustrationen fur die
mathematischen Abhandlungen des Fra Luca Pacioli, bei dem Albrecht Direr sich
wahrend seiner zweiten Italienreise in der Kunst der Perspektive unterweisen lief3.



Die Verliebtheit des Manierismus in raffinierte Bildaufbauten brachte wundervolle
perspektivische Darstellungen auf Tafelbildern und in Lehr- und Musterbiichern
fur Kunsthandwerker hervor. Unubersehbar ist aber, daB3 uber die deutlich
spurbare Freude, die ,,bella difficolta® der Perspektive iiberwunden zu haben, der
Sinngehalt der Platonischen Korper mehr und mehr in den Hintergrund trat.

Erst der studierte Theologe, Mathematiker und Astronom Johannes Kepler besann
sich im frihen 17. Jahrhundert wieder auf die altehrwiirdigen Sinnzusammenhange
und fand bei seinen interdisziplindren Forschungen im Makrokosmos der Gestirne
die GesetzmilBigkeiten, die auch heute noch im Mikrokosmos der ,klassischen®
Atomphysik ihre Giltigkeit besitzen.

Gewidmet ist dieser Beitrag einem Wissenschaftler, der die Geschichte der Kunst
nicht als ein isoliertes dsthetisches Phianomen versteht, sondern interdisziplinire
Forschung betreibt und dessen Interesse den Beziigen der Kunst zu den Natur-
und Geisteswissenschaften gilt.



Die Geometrie der Platonischen und Archimedischen Kérper

Die Euklidischen Definitionen fiir die Platonischen Korper

Die funf Platonischen Kéfper:
1. Tetraeder, 2. Wiirfel, 3. Oktaeder, 4. Pentagondodekaeder, 5. Ikosaeder

Die spezifischen Eigenschaften der ,,Platonischen Korper® — sie werden in der
Geometrie und Algebra auch als ,,regulire Polyeder oder ,,regelmillige Vielflache*
bezeichnet — werden durch drei einfache Kriterien erfillt, die bereits Euklid in
knappster Form im 13. Buch seiner Elemente auffiihrt: '

(1) Sie sind sogenannte ,konvexe® Polyeder, d.h. ihre rdumlichen Ecken
zeigen samtlich ,,nach auflen®.

(2) In jeder Ecke eines Polyeders treffen jeweils gleich viele Seitenflichen
bzw. Kanten zusammen.

(3) Ihre seitlichen Begrenzungsflichen sind regelmiflige Vielecke, die bei
jedem Polyeder von gleicher Form sein miissen.

Aus diesen Kriterien 1463t sich ableiten, da3 es genau fiinf Typen von ,,Platonischen
Ko6rpern® geben kann, und nicht mehr.” Es sind dieses die folgenden:

Tetraeder (= Vierflach) mit 4 Flachen 4 Ecken 6 Kanten
Hexaeder (= Sechsflach oder Wiirfel) mit 6 Flichen 8 Ecken 12 Kanten
Oktaeder (= Achtflach) mit 8 Flachen 6 Ecken 12 Kanten
Pentagondodekaeder (= Zwolfflach) mit 12 Flichen 20 Ecken 30 Kanten
Ikosaeder (= Zwanzigflichner) mit 20 Flichen 12 Ecken 30 Kanten

' Einzelheiten kénnen w.a. der folgenden Literatur entnommen werden: Adam/Wyss:
Platonische und Archimedische Korper, Lexikon der Mathematik,

* Auch dieser Beweis wurde bereits durch Euklid gefithrt: Da in jedem Eckpunkt eines solchen
Polyeders die Summe der WinkelmaBe der anliegenden Seitenflichenecken kleiner als 360"
(und damit jeder Winkel einer anliegenden Seitenflichenecke kleiner als 120%) sein muB,
kommen als Seitenflichen nur gleichseitige Drei-, Vier- und Finfecke in Frage, deren
Innenwinkel die MaB3e von 60°, 90" und 108" haben. Hieraus folgt, da3 an der Ecke eines
reguliren Polyeders nur

- drei, vier bzw. finf regelmilige Dreiecke,

- drei Quadrate oder

- drei regelmalige Funfecke

zusammentreffen kénnen. Somit gibt es genau funf Typen von reguliren Polyedern.



Die Platonischen Kérper und ihre ein- und umbeschriebenen Sphiren

Diese funf Polyeder besitzen beztglich ihrer sogenannten ,,Mittelpunkte®
bemerkenswerte gemeinsame Eigenschaften:

Errichtet man auf dem Mittelpunkt einer jeden Seitenflichen je eine Senkrechte, die
in das Innere des Polyeders fithrt, so schneiden sich diese Senkrechten in einem
einzigen Punkt, dem ,Mittelpunkt® des Polyeders. Die Mittelpunkte der
Seitenflichen haben alle denselben Abstand vom Mittelpunkte des Polyeders.

Es laBt sich daher einem jeden Polyeder eine Kugel einbeschreiben, deren
Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt des Polyeders ist, und die jeweils die Seiten-
flichen des Polyeders in ihren Seitenmittelpunkten (sozusagen von ,innen‘ her)
berthrt; sie hei3t die ,,einbeschriebene Sphire* oder die ,,Inkugel® des Polyeders.

Ebenso haben die Eckpunkte des Polyeders alle denselben Abstand vom Mittel-
punkte des Polyeders; dieser Abstand ist naturgemil} groBer ist als die Abstinde
der Seitenmittelpunkte. Es laf3t sich daher ein jedes Polyeder von einer Kugel
umschlielen, die wieder denselben Mittelpunkt hat wie die ,,Inkugel* und mit ihrer
Hille jetzt aber eine jede Polyederecke (sozusagen von ,,auflen® her) berihrt; sie

hei3t die ,,umbeschriebene Sphare* oder die ,,Umkugel®.

] L3
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Tetraeder Wiirfel Oktaeder Dodekaeder Tkosaeder

Die Platonischen Kérper mit ihren Umkugeln nach Piero della Francesca’

Die polaren Beziehungen der Platonischen Koérper untereinander

Vier von den Platonischen Koérpern, namlich der Wiirfel, das Oktaeder, das
Dodekaeder und das Ikosaeder, sind einander paarweise zugeordnet. Sie lassen sich
durch geometrische Konstruktion ineinander iiberfithren:

Verbindet man samtliche Seitenmittelpunkte eines Platonischen Koérpers mit den
Seitenmittelpunkten der jeweils benachbarten Seitenflichen, so bilden die
Verbindungslinien die Kanten von neu entstehenden Polyedern. Diese besitzen
ebenso viele Eckpunkte wie der urspriingliche Polyeder Flichen hat, und ebenso
viele Flichen, wie der urspriingliche Polyeder Ecken besitzt.

> Abb. aus: Piero della Francesca, Libellus de quinque corporibus regularibus.



Diese neu entstehenden Polyeder sind wiederum Platonische Koérper. Sie werden
als die ,,polaren Polyeder® der urspriinglichen Polyeder bezeichnet.

Auch der finfte Korper, das Tetraeder, besitzt eine dhnliche Eigenschaft. Sein
polarer Polyeder ist jedoch wiederum ein Tetraeder.

Durch diese Konstruktionen entstehen die folgenden drei Gruppen von einander
,»polar zugeordneten Platonischen Kérpern:

Dodekaeder wird Tkosaeder wird
Tkosaeder Dodekaeder
-':"__'1 [
{ \\' ~— ~
> XN
Tetraeder wird zu Tetraeder wird zu
Tetraeder Tetraeder

Die reguliren Polyeder und ihre Symmetrien

Anstatt die Ecken, Kanten und Seitenflichen von Polyedern zu zihlen und
zueinander in Beziehung zu setzen, ging die Mathematik ab der Mitte des 19.
Jahrhunderts dazu tber, vor allem die Symmetrieeigenschaften der Korper zu
untersuchen. Man bestimmte die Art und Anzahl der sogenannten
,» I ransformationen®, die es erlauben, einen jeden Korper derart zu drehen und zu
spiegeln, dal3 der so behandelte Korper wieder genau so aussiecht wie vor diesen
Aktionen.”

* Diese mathematische Richtung, die sogenannte ,,Gruppentheorie® wurde von Poinsot
begrindet und nach ihm von Cauchy weiterentwickelt. Sie bewiéhrte sich sowohl in
klassischen naturwissenschaftlichen Disziplinen wie z.B. der Kristallographie als auch in der
modernen Physik der Elementarteilchen.



Die Platonischen Koérper lassen sich dann nach der Anzahl ihrer Symmetrien
klassifizieren:’

- das Tetraeder hat  Zwei- und Dreifach-Symmetrien,

- der Wirfel hat Zwei-, Drei- und Vierfach-Symmetrien,
- das Oktaeder hat Zwei-, Drei- und Vierfach-Symmetrien,
- das Tkosaeder hat Zwei-, Drei- und Funffach-Symmetrien,

- das Pentagondodekaeder hat  Zwei-, Drei- und Funffach-Symmetrien.

Aus dieser Aufstellung ist zu erkennen, dal3 aufgrund ihrer identischen
Symmetrieeigenschaften ~ Wiirfel und  Oktaeder bzw. Ikosaeder und
Pentagondodekaeder zu jeweils derselben Symmetrieklasse gehoren, das Tetraeder
aber eine eigene Symmetrieklasse bildet.

Das folgende Bild soll als Beispiel die drei Symmetrieklassen des Ikosaeders
schematisch aufzeigen:

Tkosaeder Zweifach- Dreifach- Funffach-
Symmetrie Symmetrie Symmetrie

Die Archimedischen Kérper

Auller den funf ,reguliren Polyedern® oder ,,Platonischen Korpern® kennt die
Geometrie noch dreizehn ,halbregulire Polyeder oder ,,Archimedische Korper®.
Die Bedingungen, die sie erfiillen miissen, leitete Archimedes (ca. 287-212 v.Chr.)
aus den Kriterien fiir die Platonischen Koérper dadurch ab, dal3 er das letzte
Kriterium nicht so streng fal3te wie fur diese:

(1) Sie sind ,,konvexe® Polyeder, d.h. ihre rdumlichen Ecken zeigen simtlich
,,nach aullen®.

(2) In jeder Ecke eines Polyeders treffen gleich viele Seitenflichen bzw. Kanten
zusammen.

(3) Ihre seitlichen Begrenzungsflichen sind regelmillige Vielecke, durfen aber
bei jedem Polyeder zwei oder auch drei unterschiedliche Formen aufweisen.

Ihre Eigenschaften werden im folgenden nicht weiter behandelt.

° Der Einfachheit halber werden hier die Anzahl der jeweiligen Mehrfach-Symmetrien sowie die
Anzahl der jeweils moglichen Spiegelungen nicht behandelt.



Die dreizehn Archimedischen K('jrperé

Die vier nichtkonvexen Kepler-Poinsot-Korper

Aus zweien der Platonischen Korper, nimlich aus Pentagondodekaeder und
Tkosaeder, hat Johannes Kepler (in seiner Weltharmonik 1619)" zwei weitere Korper
geometrisch abgeleitet, deren Oberflichen nicht ausschlieSlich konvexe Winkel
besitzen, sondern pyramidenartige Strukturen aufweisen, die sogenannten
,woternpolyeder®.

Die zwei Keplerschen Sternpolyeder
in jeweils zwel Ansichten

Den linken Ko6rper konstruierte Kepler dadurch, daf3 er simtliche Kantenlinien
eines Pentagondodekaeders tiber die Eckpunkte des Korpers hinaus verlingerte, bis
sich jeweils finf Linien in einem Punkt treffen. So entsteht ein sternférmiges
Gebilde mit insgesamt zwolf fiinfseitigen Pyramiden auf den Dodekaederseiten.

Wie die Platonischen und Archimedischen Korper war auch dieser Zwolfstern
schon lange vor Kepler bekannt. Er findet sich hiufig in der dekorativen Kunst,

% Abb. aus: Kepler, Weltharmonik, IT. Buch, XXVIIL. Satz.
" Kepler, Weltharmonik, Abbildung S. 74, geometrische Besprechung S. 77.



wie hier zum Beispiel als Steineinlegearbeit im Fuf3boden von San Marco in
Venedig,®

Der Zwolfstern in San Marco

Der franzosische Mathematiker und Mechaniker Louis Poinsot (1777-1859), der bis
1809 Mathematik am Lycée Bonaparte in Paris unterrichtete, wurde nach einer
aufsehenerregenden Veréffentlichung tber Polygone und Polyeder als Professor
fiir Analysis und Mechanik an die Ecole Polytechnique berufen. Hier entwickelte er
zundchst eine abstrakte Theorie der Sternpolyeder und entdeckte dabei (zusitzlich
zu den Keplerschen) zwei weitere solche Korper, die sogen. ,,Kepler-Poinsot-
Sternpolyeder®. Sie werden im folgenden nicht weiter behandelt.

Im Zuge dieser Arbeiten schuf er die Grundlage fiir die moderne Gruppentheorie,
die sich ganz allgemein mit Symmetrieeigenschaften von mehrdimensionalen
Korpern befaf3t, und die in ihrer weiterentwickelten Form grofe Bedeutung fir die
moderne Elementarteilchenphysik und die Feldtheorie gelangen sollte.

® Der Entwurf dazu wird Paolo Uccello (1397-1475) zugeschrieben.
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Regelmillige Korper in frithgeschichtlichen Kulturen
Die nordschottischen ,,carved stone balls*

In der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts entdeckten Archiologen in
Nordschottland Hunderte von etwa faustgroflen Steinobjekten, deren rundliche
Formen auffallend eingekerbt sind. Sie werden ins Neolithikum (5000 bis 2500
v.Chr.) datiert. Thre Zweckbestimmung ist bis heute noch ungeklirt.’
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Die Fundstellen der Steinobjekte
in Nordschottland

Die meisten dieser Objekte bestehen aus Granit. Ein Handwerker wird fir die
Anfertigung eines solchen Steines mit den damaligen (Stein-)Werkzeugen einige
Monate benétigt haben. Man hat ihnen zu ihrer Entstehungszeit sicher eine
gewisse, vielleicht sogar kultische, Bedeutung beigemessen. Wenn die einzelnen
Objekte sich auch im Detail unterscheiden, so lassen sich doch neun verschiedene
Typen von Kerbungen bestimmen. Erst in den letzten Jahren hat man begonnen,
sie auf ihre Symmetrieeigenschaften, und damit auf ihre geometrisch-
mathematische Charakteristik hin zu untersuchen:

(1) Funf Arten von Kerbungen lassen sich mit den Symmetrieeigenschaften der
klassischen Platonischen Korper gleichsetzen.

(2) Je zweil weitere entsprechen den Symmetrien eines Archimedischen und seines polaren
Korpers.

(3) Bei den restlichen Steinobjekten ist die Art ihrer Kerbungen nicht deutlich sichtbar, sei
es durch Beschidigungen oder altersbedingte Veranderungen der Oberflichen.

’ Die folgende Darstellung nach: Critchlow, Time Stands Still. Diese Arbeit bringt eine Fiille
von Details zum astronomisch-mathematischen Wissen der steinzeitlichen Kulturen, gerit
aber vielfach in Spekulationen und bringt bedauerlicherweise kaum einen Quellennachweis.
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Der Bezug zu den Platonischen Koérpern wird sichtbar, wenn man die rundlichen
Erhebungen der Steinobjekte mit den kristallinen Ecken der ,klassischen®
reguliren Polyeder gleichsetzt, und deren gedachte gebogene Verbindungslinien mit
den ,klassischen® geradlinigen Kanten. Im folgenden Bild umgeben die hellen
Markierungsbiander die ,,Ecken® eines Tetraeders, wiahrend die dunklen Binder die
. Kanten® eines Tetraeders markieren.

Die tetraedrische Struktur eines ,,carved stone balls*

Interpretiert man jedoch umgekehrt die Kerbungen als ,,Polyederkanten®, so stellen
die Erhebungen die Mittelpunkte der hier gewolbten ,,Polyederflichen® dar.

Die dodekaedrische Struktur
eines ,,carved stone ball*

Manche dieser tetraedrischen Steine sind mit derart aufwendigen Gravuren
versehen, daf} die Vermutung von kultischer Bedeutung nicht von der Hand zu
weisen ist.

Reich verzierter |, Tetraeder*

12



Die Sammlung des Ashmolean Museum in Oxford besitzt einen vollstindigen Satz
von Steinen, die den fiinf Platonischen Koérpern entsprechen.

Die ,,carved stone balls* im Ashmolean Museum in Oxford

Von links nach rechts konnten die abgebildeten Objekte wie folgt interpretiert
werden:

(1) Das Objekt besitzt die Struktur eines Wiirfels, bei dem die eingekerbten
Linien wie ,,Meridiane” die Mittelpunkte der Wirfelseiten mit einander
verbinden und damit die Struktur eines einbeschriebenen Oktaeders
nachzeichnen.

(2) Das Objekt besitzt die Struktur eines Tetraeders, dem sein polarer
Tetraeder einbeschrieben ist. Die ,Eckpunkte® auf den gro3en
Erhebungen entsprechen den Eckpunkten des primiren Tetraeders, die
auf den kleinen Erhebungen denen des einbeschriebenen Tetraeders.

(3) Das Objekt besitzt von den Erhebungen her die Struktur eines
Ikosaeders. Die Kerben schneiden sich jeweils in den Mittelpunkten der
dreiseitigen Seitenflichen und bestimmen so die Konturen des
einbeschriebenen polaren Pentagondodekaeders.

(4) Dieses Objekt entspricht dem vorhergehenden, ist aber mehr der
Kugelform angenihert; es ist genauso wie dieses zu interpretieren. Auf der

Abbildung sind hier die Verbindungslinien der ,,Eckpunkte® markiert.

(5) Das Objekt besitzt die Struktur eines Oktaeders. Die eingekerbten Linien
zeichnen die ,,Kanten® eines eingeschriebenen polaren Wiirfel nach.

13



Von den etwa 300 aufgefundenen ,,carved stone balls* weist bei weitem die
Mehrzahl oktaedrische Symmetrieeigenschaften auf.

Eine Gruppe von , tetraedrischen® carved stone balls

Aus den Untersuchungen der ,,carved stone balls* 13t sich zur Zeit kaum auf
bemerkenswerte mathematische Kenntnisse bei den frihen Bewohnern
Nordenglands schlielen, wenn wir unter ,,mathematisch® die heute ibliche, von
Zahlen und Algorithmen bestimmte Ausprigung dieser Wissenschaft verstehen.
Fal3t man jedoch den Begriff der Mathematik weiter, etwa im Sinne der modernen
Gruppentheorie oder der Topologie, so ist ein hochentwickeltes Bewul3tsein fiir
geometrische Symmetrieeigenschaften und fir topologische Relationen zwischen
Erhebungen und Einkerbungen auf den besprochenen fast kugelférmigen
Steinobjekten uniibersehbar.'’ DaB3 dieses Bewultsein keinesfalls als diffus oder als
nur-dsthetisch eingestuft werden darf, zeigt die erstaunliche Tatsache, daf} die
Symmetrieeigenschaften ~ der  guterhaltenen  (und ~ damit  zweifelsfrei
interpretierbaren) ,,carved stone balls mit denen der klassischen Platonischen
Korper exakt tibereinstimmen.

' Ahnliches wird auch aus den bei weitem noch nicht abgeschlossenen Untersuchungen von
Steinsetzungen in Nordschottland ersichtlich. Die astronomischen Beziige, die in der
Bretagne, in der Normandie und in Stidengland erwiesen sind, haben sich bisher nur
ansatzweise bestitigen lassen.
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Die Funde aus der La-Téne-Zeit

Eine Reihe von archiologischen Polyederfunden entstammen der La-Téne-Zeit
Mitteleuropas und sind wesentlich jinger als die soeben besprochenen. Lindemann
stellte sie erstmals 1896 in den Sitzungsberichten der Bayerischen Akademie der
Wissenschaften der Offentlichkeit vor."" Er berichtete iiber in Bronze gegossene
oder aus Stein bzw. Keramik gefertigte Polyeder, die in schweizer, norditalienischen
und keltisch beeinflulten Gebieten gefunden wurden. Allein dreil3ig besitzen die
Form eines Pentagondodekaeders, die meisten von ihnen sind hohl und von
handlicher Grole; einer hat die Form eines Ikosaeders.

Lindemann vermutet, da} ihre Formen von den Kristallisationsformen des Pyrits
inspiriert sind: Pyrit oder Schwefelkies, ein goldartig glinzendes Eisenmineral,
kristallisiert, aufler in der allgemein bekannten Wirfelform, als Dodekaeder und
Ikosaeder, allerdings nur in Flba und in den sidlichen nach Piemont
ausmiindenden Alpentilern (besonders Traversella und Brosso). Entsprechend
stammen die archidologischen Funde vor allem aus Norditalien sowie dem
chemaligen Gallien. Wenn man erwigt, dall in diesen Regionen die
Eisenverhtittung und —weiterverarbeitung sehr frith in hoher Bliite stand (LLa-Téne-
Kultur), so wundert es nicht, wenn diesen auffallenden Kristallisationen des
hochgeschitzten Eisenerzes, sowohl wegen ihrer klaren Formen, aber auch wegen
der goldenen Leuchtkraft, Verehrung entgegengebracht wurde.'?

Das Dodekaeder vom Monte Loffa Das Dodekaeder vom Monte Loffa
Abwicklung der Seitenflichen

" Die folgende Darstellung nach Lindemann, Zur Geschichte der Polyeder.
" Lindemann, Zur Geschichte der Polyeder, § 18. S. 725 ff.
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Besonders ausfiihrlich befafit sich Lindemann mit einem Dodekaeder aus
Speckstein, das 1885 in einer prahistorischen Siedlung am Monte Lotfa
(Oberitalien) ausgegraben wurde und dem er schon aufgrund der Fundsituation ein
bemerkenswert hohes Alter zuspricht. Zunichst wurde das Dodekaeder als eine
Art von Spielwiirfel angesehen. Nach sorgfiltigeren Untersuchungen der aullen
eingravierten Kerben unterschiedlicher Form und der sehr prizise kreisférmig
angelegten kleinen Hohlungen' tendiert man heute dahin, in diesem Dodekaeder
ein Objekt mit kultischer Bedeutung, eventuell fir Orakelzwecke, zu sehen. Durch
Vergleich der Kerben und Bohrungen mit phonikischen und altitalischen
Zahlzeichen und —notationen datierte Lindemann das Dodekaeder in die Anfange
der Eisenzeit, also in die Zeit von 1000 oder 900 v. Chr.

Ein aus glasierter Keramik hergestelltes Ikosaeder im Turiner Museum,
offensichtlich nicht ganz so alt, kennt Lindemann lediglich aus einem schriftlichen
Bericht." Es soll auf den Seitenflichen mit unterschiedlichen griechischen
Buchstaben bedeckt gewesen sein, die jedoch nicht im Detail benannt wurden.
Bedauetlicherweise untersuchte Lindemann das Ikosaeder nicht naher. Der
derzeitige Verbleib ist unbekannt.

Ein besonders eindrucksvolles Dodekaeder wurde im Jahre 1982 in Genf entdeckt.
Es besteht aus massivem Blei und ist mit Silberblech tberzogen. Jede der zwolf
Seitenflichen trigt den Namen eines Tierkreiszeichens, wodurch der astronomische
Bezug deutlich sichtbar wird.

Das Dodekaeder von Genf Abwicklung des Dodekaeders

Alle diese reguliren Polyeder waren lange vor den Pythagoreern bekannt. Ihre
Kenntnis mag sich (teilweise iiber etruskische Uberlieferungen) sowohl in die
nordlichen Kulturkreise, in denen vor allem das Dodekaeder lange noch in

Gebrauch war, als auch in stdliche Richtung auf ,,Magna Graecia® hin verbreitet
haben.

" Vier Seitenflichen mit je einer Mulde, je eine Seitenfliche mit zwei, drei und vier Mulden.
" Lindemann, Zur Geschichte der Polyeder, § 5. S. 641 f.
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Die reguliren Korper in der Antike

Ihre Bedeutung bei den Pythagoreern

Die ,reguliren Polyeder wurden zwar in der Antike allgemein ,,Platonische
Korper genannt, jedoch wullten die damaligen Gelehrten, dal3 sie bereits lange vor
Plato den Pythagoreern und dem Mathematiker Theaetet (ca. 410-369 v.Chr.)
bekannt waren. In einem Scholion'” zum dreizehnten Buch der Elemente von Euklid
wird dazu folgendes gesagt:'’

In diesem Buch . . . werden die fiinf sogenannten Platonischen Korper konstruiert, die aber nicht
von Platon berriihren, denn drei der genannten fiinf Korper, ndamlich der Wiirfel, die Pyramide
und das Dodekaeder, stammen von den Pythagoreern, das Oktaeder und das 1kosaeder aber von
Theactet. Sie werden nach Platon benannt, weil er sie im |, Timaios“ nennt."”

Mit ,,Pythagoreern sind hier die religios bestimmten Bruderschaften gemeint, die die
Anhinger des Pythagoras im 5. Jahrhundert v.Chr. hauptsichlich in Magna Graecia,
also in Suditalien, gebildet hatten. Sie lebten nach den Vorschriften ihres Meisters,
verehrten ihn wie einen Halbgott und schrieben ihm sogar wunderwirkende
Fahigkeiten und ubernatirliche Gaben zu. Der neuplatonische Mathematiker
Tamblichos (ca. 250 bis ca. 330 n.Chr.) berichtete: [on den verniinftigen 1ebewesen ist
die eine Art Gott, die andere Mensch, die dritte wie Pythagoras.”® Thre philosophischen und
wissenschaftlichen FErkenntnisse trugen sie nicht in die Offentlichkeit.
Kerngedanke ihres Bildes vom Entstehen und Bestehen der Welt war das Prinzip
der kosmischen Harmonien, die alles Seiende beherrschen. Hinter dem steten
Wechsel der beobachteten Erscheinungen suchten die Pythagoreer das Wesen der
Dinge vor allem in der Form. Und mit ausgepragtem Schonheits- und Formensinn
sahen sie in allem das waltende Gesetz, das in Groéflen- und Zahlenbeziehungen
seinen Ausdruck findet. Die Welt als das Geordnete nannten sie ,,Kosmos®, die
Zahl galt ihnen als das wirklich Seiende und das Wesen der Dinge. Durch
Erforschung der kosmischen Harmonien wollten sie ihre Seelen reinigen und auf
thre Himmelsreise vorbereiten:

.. . da sie die Egenschaften der harmonischen (Klange) in den Zablen und den 1 erbdltnissen
erblickten und es ibnen schien, daf§ auch alle anderen Dinge der Natur nach den Zablen
nachgebildet und die Zahlen das erste in der gangen Natur sind, so kamen sie u der Ansicht, die

¥ = Kommentar.

' Heiberg V. S. 654, 1-10. Dieses Scholion geht wohl auf Proklos (410-412 n.Chr.) zuriick, ein
Mitglied der spitantiken Platonischen Akademie, dessen Schriften sowohl Nikolaus von Kues
als auch die Florentinische Akademie sowie Johannes Kepler beeinfluf3ten.

" Der Ausdruck ,,stammen® ist hier in dem Sinne zu verstehen, daf} man die Korper nicht nur
von der Anschauung her kannte, sondern sie auch mathematisch exakt zu konstruieren wul3te.
Theaetet beschrieb als Erster die exakten Konstruktionsvorschriften fiir simtliche finf
Platonischen Koérper. Vgl. Sachs, Platonische Koérper, S. 88 ff.

' Tamblichos, Vita Pythagorica 31.
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Elemente der Zablen seien die Elemente aller Dinge, und der ganze Himmel sei Harmonie und

Zahl.

Pythagoras (580-501 v.Chr.) selber formte die Mathematik, wie er sie von Thales
von Milet (624-544 v.Chr.) und seinen Nachfolgern kennen gelernt hatte, zur
»wexakten® Wissenschaft um. Er fihrte als erster das logische Element, den
nachvollziehbaren Beweis, ein und stellte damit die allgemeinen Grundsitze und
den idealen Charakter der Mathematik fiir alle Zeit fest."”

Wenn die Pythagoreer die exakten mathematischen Verfahren zur Konstruktion
der reguliren Korper auch noch nicht kannten, so waren ihnen doch die
erstaunlichen Zahlen- und Mal3verhiltnisse ihrer Kanten, Ecken und Seitenflichen
bewuBt und sie fugten sie in ihr Weltbild ein. Empedokles von Agrigent (492-432
v.Chr.) lehrte als Erster, daf3 alles im Kosmos von den zwei Kriften Liebe und Hal3
und aus den vier Elementen Feuer, Erde, Wasser und Luft bestimmt sei, die
ihrerseits aus kleinsten elementaren und unteilbaren Partikeln, den Atomen,
bestiinden. Diesen wiesen die Pythagoreer als wichtigste Eigenschaft die ,,Form*
zu, und zwar in Gestalt der vier reguliren Polyeder: Das Feuer bestand demnach
aus Tetraedern, die Erde aus Wiirfeln, die Luft aus Oktaedern und das Wasser aus
Ikosaedern. Das Dodekaeder aber sei der elementare Bestandteil des Athers, der
das Weltganze umschlieSenden ,,dulleren® Schicht.

Durch diese Bedeutung mag das Dodekaeder eine kultische Rolle gespielt haben.
Dem entspriche der Bericht des Iamblichos von einem Geheimnisverrat: es habe
niamlich einer der ,,Eingeweihten das mathematische Wissen um den Dodekaeder
\,Solchen erdiffunet, die nicht wiirdig waren, an den Lehren teilzubaben und sei dafiir von den
Géttern bestraft worden:®

Von Hippasos insbesondere berichten sie, er habe zwar 3u den Pythagoreern gehort, da er aber
erstmals schriftlich das Gebeimmnis der Sphére ans zwilf Fiinfecken an die Offentlichkeit gebracht
habe, sei er als Gottloser im Meer umgekommen. Der Erfinderrubm sei ihm  freilich
(talschlicherweise) zuteil geworden, obwohl doch alles von ,Ihm“ stammt; denn so bezeichnen
sie Pythagoras und nennen ibn nicht mit Namen.

Woher die Pythagoreer die Kenntnis der regulidren Polyeder hatten, ist nach wie vor
nicht ganz geklirt. Die von antiken Geschichtsschreibern® {iberlieferten
Vermutungen, da3 Pythagoras sie von seiner Studienreise in Agypten und Babylon
mitgebracht habe, ist zum mindesten fir das Pentagondodekaeder hochst
unwahrscheinlich. Das Pentagon (Finfeck) wie auch das durch Diagonalenbildung
daraus entstehende Pentagramm (Finfstern) waren in vorpythagoreischen Zeiten
weder im Zweistromland (Babylon), noch in Agypten bekannt, auch nicht im
mykenischen Kulturbereich.” Sie miissen den Pythagoreern auf anderem Wege
bekannt geworden sein. Vage Hinweise hierzu findet man bei Zeller, der eine
Uberlieferung zitiert, nach der Pythagoras von den ,,gallischen Druiden unterrichtet

¥ Sturm, Gesch. d. Mathematik, S. 8 ff.

* Tamblichos, Vita Pythagorica, 18, 88.

*! 2.B. Porphyrius, De vita Pythagorae cap. 7

* Lindemann, Zur Geschichte der Polyeder, § 19. S. 731 f.
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worden sei. Auch berichtet Alexander Polyhistor (Beginn des 1. Jahrhunderts v.
Chr.), daB ,,Pythagoras von den Galliern und den Brabmanen gelernt” habe.” Ahnlich
vermutet Iamblichus die Quellen fir pythagoreisches Wissen bei den ,,Ke/fen“ und
JIberern“** Man scheint also die Kenntnis der regelmiBligen Kérper u.a. vom
Norden her vermutet zu haben. Daf3 frihe Kulturen in Schottland sowie in
Mitteleuropa und Norditalien diesen regelmilligen Korpern gewisse Bedeutung

beimal3en, wurde im vorhergehenden Kapitel dargelegt.

Platos Elementenlehre

Plato (427-347 v.Chr.) schitzte die Mathematik, obwohl er selber kein
Fachmathematiker war. Nach seiner Lehre wendet sie den Geist vom Sinnfillig-
Nichtseienden zu den Ideen, dem Seienden, hin und befahigt ihn, die héchsten
Ideen des Wahren, Schonen und Guten zu erfassen, was fiir ihn das Endziel der
Philosophie ausmacht. Darum belebte Plato seine Schriften immer wieder mit
Ausblicken auf mathematische Gebiete und legte seinen Schiillern mathematische
Probleme vor. In seiner Erkenntnistheorie spielen Mathematik und Logik als die
Vorstufe der Philosophie eine zentrale Rolle. Die Fihrer eines Staates sollten nach
seiner Meinung besondere Kenntnisse in diesen Fichern besitzen. Man miisse,
wene, die in dem Staate an dem Grofsten teilbaben sollen, dazu iiberreden, dafs sie zur
Rechenkunst sich wenden.

Wie Plato den Aufbau der Welt (den Kosmos) sich vorstellt und welche
Eigenschaften er den vier Elementen, die diese Welt bilden, zuspricht, legt er
ausfihrlich in seinem spiten Dialog ,, Timaios* dar. Deutlich wird dabei seine Liebe
zu schonen und geordneten Strukturen und zu klaren Zahlenverhaltnissen
erkennbar:

Wir miissen nun sagen, welche vier Korper wohl als die schinsten entstehen, die einander (zwar)
unglezch sind, die aber, jedenfalls einige von ibnen, nach ibrer Auflosung auseinander entstehen
kdnnen. Wenn wir das erreicht haben, dann sind wir im Besitz der Wabrheit diber die
Entstehung von Erde, Feuer und dem, was in einem entsprechenden 1 erbéltnis in der Mitte liegt.
Denn das werden wir niemandem einraumen, dafs es Korper gibt, die schiner anzuseben sind als
diese. ... Darum also miissen wir uns bemiiben, die vier Formen an Korpern, die an Schinbeit

herausragen, harmonisch usammenzufiigen und u erkldren, dafs wir deren Natur hinreichend
erfafSt haben.”

* Zeller 1, Philosophie der Griechen, S. 386 f. u. Anm. 2.
* Tamblichos, Vita Pythagorica, 28, 151.
* Plato, Timaios (52 €).
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Was bei Demokrit und Empedokles bisher die unteilbaren Atome waren, sind bei
Plato nun gewisse Urstrukturen in Form von zwei Klassen rechtwinkliger Dreiecke:

(1) Dreiecke mit den Innenwinkeln 90°, 60° und 30", aus denen sich ein gleichseitiges Dreieck

bilden 1aB3t.
B K Al

(2) Dreiecke mit den Innenwinkeln 90°, 45° und 45°, aus denen sich ein Quadrat bilden 1i63t.

AN 5

Aus den gleichseitigen Dreiecken (1) bilden sich die elementaren Bestandteile der
drei Elemente Feuer, Luft und Wasser, aus den Quadraten (2) ergibt sich das
Element Erde:

(1) die vier Dreiecksflichen des Tetraeders formen den Urbaustein des Feuerelementes,

(2) die sechs Quadratflichen des Wiirfels (die sich aus insgesamt vierundzwanzig
rechtwinkligen Dreiecken zusammensetzen) formen den Urbaustein des
Erdenelementes,

(3) die acht Dreiecksflichen des Oktaeders formen den Urbaustein des Luftelementes,

(4) die zwanzig Dreiecksflichen des Ikosaeders formen den Urbaustein des
Wasserelementes.

Tetraeder Wirfel Tkosaeder Oktaeder Dodekaeder
= Feuer = FErde = Wasser = Luft = Ather

Die finf reguliren Kérper und ihre zugeordneten Elemente in der Keplerschen Darstellung%

Warum er bestimmte Elemente den entsprechenden Polyedern zuordnet,
begriindet Plato sorgfiltig:”’

Der Erde wollen wir die Wiirfelform geben; denn von den vier Formen ist die Erde am
unbeweglichsten ... ; notwendigerweise aber ist der Kérper mit den festesten Grundflichen” von
solecher Beschaffenbeit. Was aber die Flichen betrifft, so ist in seinen Teilen und im Gangen
notwendig das gleichseitige V'iereck stabiler als das gleichseitige Dreieck. Wenn wir also diese
Form der Erde zuteilen, halten wir uns an die wabrscheinliche Erkldrung. Dem W asser

* Abb. aus: Kepler, Weltharmonik, II. Buch, XXV. Satz.
*’ Plato, Timaios (55d) bis (56b).
* Gemeint ist der Wiirfel.
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hinwiederum teilen wir von den iibrigen die unbeweglichste Form zu, die beweglichste dem Feuer,
die mittlere der Luft.

Aber nicht nur die Grundeigenschaften der Elemente, sondern auch die Uberginge
zwischen den Aggregatzustinden der Stoffe und deren chemische oder stofflichen
Verwandlungen erklirt Plato aus der abstrakten Form der Urbausteine: Die
Elemente Feuer, Luft und Wasser konnen sich, bedingt durch den einheitlichen
Autbau der Urbausteine aus gleichseitigen Dreiecken, ineinander verwandeln. So
entsteht z.B. bei der Verbrennung eines Stoffes aus dem Feuerzustand der
gasformige Zustand, indem die vier Dreiecke des Tetraeders (= Feuer)
auseinanderfallen, und sich zu je zwei in die Form des Oktaeders (= Luft)
umordnen, der aus zweimal vier Dreiecken besteht. Oder: bei der Verdampfung
von Wasser konnen sich die vierzig Dreiecke zweier lkosaeder (= Wasser) in die
Dreiecksflichen von funf Oktaedern (=Luft) umwandeln.

Eine Sonderrolle spielt lediglich das Element Erde, daf} sich, aufgrund seiner
andersartigen Dreiecke, nicht in ein anderes Element umzuwandeln vermag:

Wenn Erde mit Feuer zusammentrifft und von dessen spitzer Beschaffenbeit aufgelost wird, diirfte
sie umbertreiben, ob nun im Fener selbst gelist oder in einer Masse von Luft oder Wasser, bis ibre
Teile aufeinander treffend sich wieder miteinander verbinden und (erneut) Erde entstehen

diirfre.”’

Keinem der vier Elemente kann jedoch das Dodekaeder zugeordnet werden:” Da
es aber noch eine fiinfte Zusammensetzung (das Dodekaeder) gibt, bediente sich der Gott ibrer
bei der Ausschmiickung des Alls. Der Sinn dieser Aussage scheint klar zu sein: Das
Dodekaeder wird als der Himmelskugel einbeschrieben gedacht, wobei jede der
zwOlf Flichen des Dodekaeders eines der zwolf Grofien Sternbilder aufnimmt. Ein
Bild, das weitab vom geldufigen Bild des Zodiaks, der nach den Babyloniern die
himmlische Sphire wie ein Reif umspannt, nicht die astronomisch sichtbare
Realitit darstellt, sondern die Ordnung des Kosmos als abstrakte Idee fassen will.
In schonster Weise ist diese Idee im silberbeschlagenen Bleidodekaeder von Genf
ins Bildliche umgesetzt.

* Plato, Timaios (56d).
* Plato, Timaios (55c¢).
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Die gallo-rémischen Knopf-Dodekaeder

Eine bemerkenswerte Gruppe von bronzenen Dodekaedern, die in die letzten
vorchristlichen und ersten nachchristlichen Jahrhunderte datiert werden, fallt durch
thre  einheitliche = ornamentale  Gestaltung  auf, die  sogenannten
,Knopfdodekaeder“.’" Sie stammen aus dem Bereich des ehemaligen Galliens, von
den Grenzen zu Germanien und aus Sudengland, also aus den gallo-rémischen
Gebieten. Thre Fundgruppe ist inzwischen auf mehr als hundert Exemplare
angewachsen.

Fundstellen der Knopf-Dodekaeder

Diese Dodekaeder sind meistens faustgro3 und hohl gegossen, also von mafligem
Gewicht. Thre Seitenflichen weisen in der Mitte kreisférmige Locher
unterschiedlicher GréBe auf, oft durch gravierte konzentrische Ringe eingefal3t,
thre Eckpunkte zieren kleine bronzene Knépfe. Gelegentlich zeigen die
Seitenflichen noch weitere kleine Zierkreise. Ein Dodekaeder in London trigt an

*' Zur Geschichte der Dodekaeder-Forschung siche v.a.: Guggenberger: Dodekaederforschung.
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seinen Ecken jeweils drei Bronzeknopfe auf.” Die Bedeutung dieser Verzierungen
ist noch ungeklirt, ebenso die generelle Funktion der Knopfdodekaeder.

Lindemann berichtet im Jahre 1897 tiber ein solches bronzenes Dodekaeder, das in

Windisch (West-Schweiz) zusammen mit zwei bronzenen ,,Zierschalen® gefunden

wurde. >

%

Das Dodekaeder von Windisch Das Dodekaeder von Windisch
und die Zierschalen (Abwicklung der Seitenflichen)

Anders als das Dodekaeder sind die Schalen nicht aus flichenartigen Elementen,
sondern aus bronzenem Gitterwerk gebildet und ebenfalls dekorativ mit kleinen
Knopfen besetzt; sie stehen wohl in keinem Zusammenhang mit dem Dodekaeder.
Die Knépfe an den Ecken des Dodekaeders sprechen dagegen, dal3 es sich um
einen Spielwiirfel handeln koénnte. Seine Seitenflichen sind mit den tblichen
Lochern verschiedener Grof3e versehen.

FBR,
=i

Cerams Bronzedodekaeder

Auch C.W. Ceram bildet in seinem Buch , Go6tter, Griber und Gelehrte™ ein
verbliiffend dhnliches Bronzedodekaeder ab, leider ohne Angabe, wo es gefunden
wurde und wo es sich jetzt befindet. Seine Beschreibung lautet: , Ein
Bronzgegegenstand in Form eines Pentagondodekaceders; inmitten jeder Fliche befindet sich eine

> Nouwen, Les dodécaedres, S. 92.
*» Lindemann, Zur Geschichte der Polyeder, § 18. S. 727 ff.
* Ceram, Goétter, Griber und Gelehrte, S. 43, Abb. 2.
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runde Offnung verschiedener Grofie, und innen ist der Gegenstand hobl.“ Auffillig ist die
Ausbildung des Loches in der frontal sichtbaren Fliche, es ist nicht kreisrund,
sondern hat die Form eines Schlisselloches.

Auch in Deutschland wurde eine Anzahl dieser Knopfdodekaeder gefunden, so
z.B. im Jahre 1980 im saarlindischen Homburg-Schwarzenacker.”

Das Dodekaeder von Schwarzenacker

Kolling berichtet,”® daB dieser ,,Wiirfel, wie er ihn nennt, bei Grabungen in der
Nihe der Opferschichte des innerortlichen Kultbezirkes entdeckt wurde. Die
Kanten besitzen eine durchschnittliche Linge von rund sechs Zentimetern.”
Messungen an den Lochern des Dodekaeders, die, bis auf zwei an
gegenuberliegende Seiten, von jeweils zwei konzentrischen Ringen umgeben sind
und alle untereinander verschiedene Durchmesser aufweisen, haben sich bisher
allen Deutungsversuchen widersetzt. Eine genauere Datierung wird in die Bliitezeit
der Ortschaft, also um 200 n. Chr. zu legen sein.

% Freundliche Mitteilung durch Frau Prof. Dr. Lichtenstern, Saarbriicken.

% Die folgende Darstellung nach Kolling, Die Rémerstadt in Homburg-Schwarzenacker, S. 124
f. In seinem Bericht tiber diesen Fund berichtet A. Kolling (leider ohne Quellenangabe), dal3
bis zum Jahre 1932 einundfiinfzig Exemplare dieser Art bekannt geworden seien, und bis
1993 etwa achtzig.

*" Die MaBangabe von 60 cm bei der Abbildung auf Tafel 119 muf} somit irrtiimlich sein.
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Das Monument im Rémerpark

Inzwischen wurde das Dodekaeder in vergroflertem Mal3stabe nachgegossen und
auf einer flnfseitigen Steinsdule mit der umlaufenden Schrift ,,PENTAGON-
DODEKAEDER* als Monument im Romerpark Schwarzenacker aufgestellt.

Faust™ berichtet tiber zwei neuerliche Funde™ aus dem Boden des réomischen Trier,
die zwar zerbrochen sind, aber sich im einen Fall vollstindig restaurieren liefen.

Das Dodekaeder aus Trier

links: die gefundenen Fragmente, oben: das rekonstruierte Dodekaeder,
rechts: ein moderner Abguf3

% Faust, Zwei neue Pentagondodekaeder. Freundlicher Hinweis durch Herrn Dr. Kell,
Homburg-Schwarzenacker.
* In den Jahren 1999 und 2003.
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Die Bedeutung der Knopf-Dodekaeder ist nach wie vor unklar. Die Vielzahl von
(teils absurden) Deutungen iberdeckt ein weites Feld von ,,Wurfspiel,
Kerzenstander, Kalibrierungs- oder Vermessungsgerat, Meisterstiick eines
BronzegieBers, Aufsatz eines Szepters oder einer Waffe“" bis zur kultischen
Verwendung. Dal3 sie sehr wohl im Zusammenhang mit den Platonischen Kérpern
gesehen werden sollten, legt dhnlich mit kleinen Knopfen an den Ecken verziertes
Tkosaeder® aus Arloff in Nordrhein-Westfalen nahe.*

* Faust, Zwei neue Pentagondodekaeder, S. 34.
! Bemerkenswerterweise das polare Polyeder zum Dodekaeder!
*>Im Rhein. Landemuseum Bonn Inv. 53,356.
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Die Platonischen Kérper bei Euklid und seinen Nachfolgern

Die erste mathematisch exakte und damit endgiltig verbindliche Behandlung der
Platonischen Ko6rper brachte Euklid von Alexandria in seinem Hauptwerk Elemente
(um 300 v.Chr.). Im XIII. Buch beschreibt er die geometrischen Konstruktionen
tir die einzelnen reguliren Korper und fiir deren umbeschriebene Sphiren (die
sogenannten ,,Umkugeln®). Dazu untersucht er zunichst in den §1 bis {18 die
metrischen Zusammenhinge der Kantenlinge eines vorgegebenen Polyeders mit
dem Durchmesser der entsprechenden Umkugel. Im § 18a fithrt er dann den
Nachweis, daf3 es keinesfalls mehr als die funf regelmiBigen Polyeder geben kann.
Buklids Elemente verdringte die iltere Fachliteratur vollig.* Sie galten seit der
Antike bis ins Mittelalter als das fiihrende Lehrbuch der Mathematik und dienten
noch um 1300 in Konstantinopel als Grundlage von Vorlesungen. Auch
Archimedes (ca. 285-212 v.Chr.) bezieht sich auf Euklid, geht aber in seinen
Schriften tiber dessen Theorie der Platonischen Korper hinaus, indem er dreizehn
neue ,halbregulire Polyeder schuf, die seitdem die ,,Archimedischen Koérper®
heil3en.

Beide Klassen von Polyedern beschiftigten Generationen von alexandrinischen
Mathematikern. Sie entdeckten mit Scharfsinn neue Zusammenhinge zwischen den
charakteristischen MalBverhiltnissen und bestimmten die Mal3zahlen. Einer der
groBBten von ihnen war Hypsikles von Alexandria (zwischen 200 und 100 v.Chr.),
der Uberraschende Beziehungen zwischen Wirfel, lkosaeder und Dodekaeder
fand* und sie derart klar bewies, dall man sein Werk lange Zeit Euklid zuschrieb.*
In gleicher Weise wurde das Werk eines weiteren, unbekannt gebliebenen
Mathematikers des zweiten oder dritten nachchristlichen Jahrhunderts Euklid
zugesprochen und als das XV. Buch der Elemente verotfentlicht. Der Autor zeigt
darin, wie die Platonischen Kérper sich einander einbeschreiben lassen.* Pappos
von Alexandria (300-350 n.Chr.), der die ,funf einfachen Maschinen®“ (Hebel,
Rolle, Wellrad, Keil und Schraube) erstmals systematisch beschrieben hat,

* Die folgende Darstellung nach: Heiberg, Geschichte der Mathematik, und: Cantor,
Vortlesungen tber Geschichte der Mathematik.

*“ (1) Die Oberfliche des Dodekaeders verhilt sich zur Oberfliche des eingeschriebenen
Ikosaeders, wie die Seite des Wiirfels zur Seite eingeschriebenen des Ikosaeders. (2) Der
Korper des Dodekaeders verhilt sich zum Korper des einbeschriebenen Ikosaeders wie die
Seite des Wiirfels zu der des einbeschrieben Ikosaeders.

* Manche Euklid-Manuskripte fithren es als das XIV. Buch auf.

“ Einbeschreiben eines Tetraeders in einen Wiirfel, eines Oktaeders in einen Tetraeder, eines
Oktaeders in einen Witfel, eines Wiirfels in einen Oktaeder, eines Dodekaeders in einen
Ikosaeder. Weiter bestimmt er die Ecken- und Seitenzahlen sowie die Neigungswinkel
samtlicher Grenzflichen all dieser einbeschriebenen Koérper.

27



behandelte in seinem nur fragmentarisch iberlieferten Hauptwerk Collectio oder
Synagoge ebenfalls die Einbeschreibbarkeit der Platonischen Kérper in Umkugeln.*’

Durch den Niedergang der Schulen in Alexandria und Athen (529: SchlieSung der
Akademie durch Justinian) gingen zahlreiche Wissenschaftler nach Konstantinopel
oder an den Hof der Kalifen. Hier waren es die gro3en arabischen Mathematiker
wie Al-Khwarizmi (ca. 800 bis ca. 850)* und Abuwl-Wafa (940-998), die die antiken
Wissenschaften bewahrten und an der Hochschule von Bagdad lehrten. Beide
fanden neue Wege, die Rauminhalte der Platonischen Koérper zu berechnen und
ihre In- und Umkugeln geometrisch zu ermitteln. Abu’l Wafa war der erste, der die
sphirischen Darstellungen der Platonischen Kérper® als topologisch dquivalent zu
den entsprechenden flichigen und geradkantigen, quasi-kristallinen Darstellungen
der Platonischen Korper erkannte und beschrieb. Erst Jahrhunderte spater kehrten
diese Kenntnisse nach Europa zuriick, unter anderem tber den blithenden Hof des
Stauferkaisers Friedrich II. in Suditalien Hier war es der Pisaner Leonardo
Fibonacci (ca. 1170 bis nach 1240), der bei seinen Reisen nach Algerien, Agypten,
Byzanz, Syrien, Sizilien und in die Provence Kontakt zu den dort lehrenden
Mathematikern suchte. Seine erworbenen Kenntnisse fallite er in seinem Buch
Practica geometriae (1220/21) zusammen. Im sechsten Kapitel dieses Werks, das zwei
Jahrhunderte spiter grolen Einflu3 auf Fra Luca Pacioli austiben sollte, behandelt
auch er die reguliren Korper.

" Pappos, Collectio, I11. Buch, 4. Abhandlung. Er geht jedoch den entgegengesetzten Weg wie
Euklid: er gibt die Umkugel vor und ermittelt auf ihrer Oberfliche diejenigen Punkte, die dann
zu Eckpunkten der einbeschriebenen Polyeder werden.

* Von Al-Khwarizmi stammt die neuartige Rechenmethode ,,al-jabr (= Erginzung), von der
sich die moderne Bezeichnung ,,Algebra® hetleitet.

* Wie sie die steinzeitlichen ,,carved stone balls* aufweisen.
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Die Platonischen Kérper in der Renaissance

Die Wissenschaftler oder Kinstler, die im funfzehnten und sechzehnten
Jahrhundert perspektivische Aufgabenstellungen oder allgemein Geometrie
studierten, kamen kaum wumhin, sich auch mit den Platonischen und
Archimedischen Korpern auseinanderzusetzen. Als kronender Abschluf3 solcher
Studien  hatte  bisher die mathematisch exakte Konstruktion eines
Pentagondodekaeders oder der noch komplizierteren Archimedischen Korper
gegolten. Jetzt trat eine vollig neue Aufgabenstellung hinzu, nimlich diese
komplexen Gebilde auch iiberzeugend perspektivisch darzustellen. Auf zahlreichen
Wissenschaftler- und Kiunstler-Portrits findet man nun diese kristallin geformten
Gebilde in perfekter Perspektive als Attribute abgebildet; wobei man wohl zu
unterscheiden hat zwischen den polyederartigen Geratschaften, die auf den Beruf
oder eine Liebhaberei des Portritierten hinweisen,” und den rein geometrischen
Korpern, die vor allem bezeugen sollen, wie tief der Dargestellte in die
Geheimnisse der Mathematik und der Geometrie eingedrungen ist.

Stellvertretend fir die Vielzahl von Geometriekundigen seien vier Kinstler und
Wissenschaftler kurz genannt, die das Interesse an mathematischen Aufgaben
miteinander verband, die sich teils personlich kannten und voneinander gelernt

haben.

Die Platonischen Kérper bei Piero della Francesca

Die Bedeutung Piero della Francescas (1420-1492) fir die geometrischen
Wissenschaften liegt in den wegbereitenden Untersuchungen zur Natur der
raumlichen Anordnungen und den eingehenden Studien zu linearen Perspektive. Er
verfal3te sein Hauptwerk De prospettiva pingendi erst gegen Ende seines Lebens, aus
seinen Bildern ist jedoch deutlich zu ersehen,”’ daB er komplexe perspektivische
Konstruktionen schon sehr viel friher beherrschte.

Sein Werk Libellus de quinque corporibus regularibus iber die Platonischen Korper
befindet sich als lateinisches Manuskript, mit geometrischen Zeichnungen von
Pieros Hand, in der Vatikanischen Bibliothek. Einer seiner Schiiler, Fra Luca
Pacioli, veroffentlichte diese Abhandlung im Jahre 1497, also finf Jahre nach
Pieros Tod, auf Italienisch als letztes Kapitel in einem eigenen Werk mit dem Titel
De divina proportione.”

>’ Prominente Beispiele hierfiir sind die beiden Portrits des Hans Holbein d.]. Der Astronom
Nikolans Kratzer (1528) und Die Gesandten (1533). Auf beiden Bildern ist eine Sonnenuhr
dargestellt, die die Form eines Oktaeders mit gekappten Spitzen aufweist.

°' Z.B. in den schwarz-wei3en FuBbodenornamenten seiner Geiflelung in Urbino.

** Ohne Pieros Autorschaft zu erwihnen.
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Pentagondodekaeder aus Piero della Francescas Ikosaeder aus Piero della Francescas
Manuskript Libellus de quingue corporibus Manuskript Trattato d’abaco™
regularibus”

Fra Luca Pacioli und sein Buch De Divina Proportione

Der grole Mathematiker Luca Pacioli (1445-1517) soll seine erste Ausbildung in
Borgo San Sepolcro im Atelier seines Mitbtirgers Piero della Francesca erhalten
haben, bei dem er die Grundkenntnisse von Perspektive, Arithmetik und Geo-
metrie erwarb. Als junger Mann trat er in die Dienste eines venezianischen Kauf-
manns, als Hauslehrer bei dessen S6hnen, und studierte wihrenddessen Mathema-
tik bei Domenico Bragadino, der nahe dem Rialto Privatvorlesungen fiir Studenten
hielt, die nicht nach Padua gehen mochten. Mit etwa finfundzwanzig Jahren trat er
dem Franziskanerorden bei. Nach Abschlul3 seiner theologischen Studien hielt er
selber mathematische Vorlesungen an den Universititen von Perugia, Zara (heute
Zadar, Jugoslawien), Rom, Neapel und Bologna. Im Jahre 1497 folgte er einer
Einladung durch Ludovica Sforza nach Mailand, wo er mit Leonardo da Vinci
zusammenkam. Aus Leonardos Tagebiichern geht hervor, dal3 er wiederholt Fra
Luca wegen mathematischer Probleme um Rat fragte. Berithmt und spater immer
wieder neu aufgelegt waren seine beiden frithen Werke Summa de arithmetica (1494)
und De divina Proportione (1497).

* Vatikan, Biblioteca Apostolica Vaticana, cod. Urb. Lat. 632, f. 33v.
** Florenz, Biblioteca Medicea Laurenziana, cod. Ashburnhamiano 280 (359*%-291%), . 113v.
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Tkosaeder Pentagondodekaeder

Die Platonischen Kérper aus De divina proportione (1497)>
nach Leonardo da Vincis Entwiirfen

Die Swumma de arithmetica, ein enzyklopadisches Werk von rund 600 Folio-Seiten,
fal3t das gesamte bekannte arithmetische Wissen seiner Zeit zusammen, und zwar
in der Volkssprache. Neben den Elementen der Algebra behandelt es sowohl die
theoretischen wie auch die praktischen Aspekte der Arithmetik, enthilt Minz-,
Gewicht- und Maltabellen und stellt erstmals die doppelte Buchfithrung der
venezianischen Kaufleute der Offentlichkeit vor.

In der De divina Proportione, ebenfalls in Italienisch abgefal3t, behandelt Pacioli im
ersten Teil Compendio de divina proportione die Lehre vom ,,Goldenen Schnitt®, fal3t im
zweiten Buch die Prinzipen der Architektur nach Vitruv in einem Tractato de
Larchitectura zusammen und bringt schlieBlich im dritten Teil Lzbellus in tres partiales
tractatus divisus quingue corporum regularinm eine italienische Ubersetzung von Piero
della Francescas De corporibus regularibus, in dem, tber die Platonischen Koérper
hinausgehend, die Konstruktion Archimedischer Koérper durch Abschneiden und
Hinzufiigungen von den Platonischen abgeleitet wird. Die Entwiirfe zu den 56
Abbildungen dieser Konstruktionen zeichnete Leonardo da Vinci, vielleicht nach
real existierenden (Holz-)Modellen.

> Pacioli, De divina proportione, Tafeln VIII, XVI, XXII und XXVIII.
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Jacopo de Barbari (1440/50-1516) malte ein Doppelportrit von Fra Luca Pacioli
und seinem Schiiler Guidobaldo da Montefeltro, dem jungen Herzog von Urbino.™
Pacioli erldutert gerade ein geometrisches Problem anhand einer Euklidischen
Konstruktion und eines vor seinen Augen hingenden kristallenen Archimedischen
Korpers,” rechts auf dem Tisch liegt ein Pentagondodekader.

Dem abgebildeten Archimedischen Korper hatte schon Piero della Francesca in
seinem Buch De corporibus regularibus einen eigenen Abschnitt gewidmet, und
entsprechend gibt ihn Pacioli im dritten Teil seines Lzbellus auf Tafel XXXVI
wieder. Er galt wegen seiner komplizierten Winkelverhaltnisse als eines der am
schwierigsten zu konstruierenden Gebilde, und darin ist wohl der Grund zu sehen,
weshalb sich Pacioli gerade mit diesem Koérper abbilden liel3.

** Das Bild befindet sich im Capodimonte-Museum in Neapel.

" Es handelt sich um einen sogenannten ,,Rhombenkuboktaeder” mit 18 Quadraten und 8
Dreiecken, dessen geometrische Konstruktion durch das ,,Abschleifen® aller Kanten eines
Wiirfels im Verhiltnis 1 : V2 : 1 als besondere Herausforderung fiir die Mathematiker galt.
Die Anfertigung eines solchen Koérpers in Glas oder anderem transparenten Material war
damals kaum méglich; wir haben ihn eher als imaginidren Koérper, sozusagen als das Abbild der
Paciolischen Erorterungen, zu betrachten.
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geometr. Darstellung Darstellung bei Pacioli
Rhombenkuboktaeder

Paciolis Mailinder Aufenthalt endete mit dem Einfall der franzésischen Armee im
Jahre 1499. Er reiste gemeinsam mit da Vinci iiber Mantua und Venedig nach
Florenz, wo sie zunichst eine gemeinsame Wohnung teilten. Ab 1501 hatte Pacioli
eine Anstellung an der Universitit von Bologna als ,lector ad mathematicam®. Im
Jahre 1509 edierte Pacioli eine lateinische Euklid-Ausgabe, die auf einer alteren
Ubersetzung aus dem Arabischen des 13. Jahrhunderts basiert. Seine entsprechende
italienische Ubersetzung gelangte aus ungeklirten Griinden nicht in den Druck,
ebenso wenig wie Paciolis Abhandlung tber das Schachspiel. Beide Manuskripte
sind nicht erhalten geblieben.

Albrecht Diirer und Fra Luca Pacioli

In die Zeit von Paciolis Bologneser Universititstitigkeit fallt das vermutete, aber
nicht zweifelsfrei zu belegende Zusammentreffen mit Albrecht Direr, der Ende
des Jahres 15006, also bei seinem zweiten Italienaufenthalt, von Venedig nach
Bologna ritt, um der ,,kunst willen jn heimlicher perspectina, die mich einer leren will* Bei
diesem ,,ezmen’ handelte es sich sehr wahrscheinlich um Pacioli oder einen seiner
mathematisch erfahrenen Schiiler.”

Acht Jahre spiter findet sich auf seiner Melencolia 1. eines der Polyeder wieder, mit
denen sich Pacioli beschiftigt hatte. Direr wahlt hier mit Bedacht keinen der
kristallin klaren Platonischen oder Archimedischen Koérper, sondern ein ungefiiges,
wohl als Stein gedachtes Gebilde mit sechs Funfeck- und zwei Dreieckflichen. Ihm
liegt die Gestalt eines Rhombenhexaeders zugrunde, dessen urspriinglich kraftvoll
aufstrebende Tendenz (von der Astrologie Jupiter zugeschrieben) durch die Kap-
pung der beiden gegentiberliegenden Spitzen ins bedriickend-lastend Saturnische

* Diirer, Katalog der Ausstellung, S. 347.
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umgewandelt wird. Von Jupiters Einflul zeugt nur noch das Magische Quadrat an
der Wand, wie eine Mahnung, sich nicht im Griibeln zu verlieren.”

Albrecht Diirer, Melencolia 1., 1514 Gekappter Rhombenhexaeder

Direr hat sich nach seinem zweiten Venedigaufenthalt eingehend mit Euklids
Elementen auseinandergesetzt.”’ Als er im Jahre 1525 sein eigenes Lehrbuch der
darstellenden Geometrie Vnderweysung der messung, mit dem zirckel ubd richtscheyt in
Linien ebnen wvnnd gantzen corporen  als Ergebnis fast dreiBigjahriger Studien
veroffentlicht, widmet er das vierte Buch vor allem der Behandlung von
Platonischen und Archimedischen Korpern. Das Werk wurde 1538, also zehn Jahre
nach Dirers Tod, erneut aufgelegt und diente noch knapp hundert Jahre spiter als
viel zitiertes Fachbuch.®!

*? Strauf, Der astrologische Gedanke in der deutschen Vergangenheit, S. 24 und S. 88 f. Saturn
wurde zwar die Kraft zugeschrieben, seine ,,Kinder der Konzentration und Kontemplation
geneigt zu machen, andererseits sie auch mit Melancholie und Depressivitit in ihrer Schaffens-
kraft zu hemmen. So galt er als astrologischer Antipode des tatkriftig vorwirtsdringenden
Jupiter, von dem es hieB3: Was der Saturnus iibel thut, das pringt der Jovis alles guet.

% Er besal eine wertvolle EBuklid-Ausgabe, zu der er eigenhindig auf die Titelseite notierte: Dag
puch hab ich zw Venedich vm ein Dugaten kawt Im 176507 jor Albrecht Diirer, also unmittelbar vor
seiner Abreise von Venedig.

' Diirer, Katalog der Ausstellung, S. 341 f., S. 352 und S. 354.



Abbildungen auf Gemilden und in Biichern

Nachdem die perspektivischen Probleme bei der Darstellung polyedrischer Korper
prinzipiell gelost waren, finden sich ab etwa der Mitte des sechzehnten Jahrhun-
derts vermehrt Platonische und Archimedische Korper auf Tafelbildern, in
Lehrbiichern der Perspektive oder in Musterbiichern fiir Goldschmiede, Kunst-
tischler und andere Handwerker.

Eines der schonsten Beispiele ist das Portrit des Niirnberger Schriftmeisters
Johann Neudorffer (1497-1563). Dieser legte, vor allem gegen Ende seines Lebens,
grolen Wert darauf, als , . Arithmeticus und ,,Rechenmeister zu signieren.(’2 Von
seinem Schwager, dem gelehrten Buchdrucker Johann Petrejus, wurde er haufig als
Fachmann fiir mathematische Publikationen hinzugezogen, ebenso als Lektor und
Berater. Seine geometrischen Interessen teilte er mit dem ithm freundschaftlich
zugewandten Goldschmied Wenzel Jamnitzer. Ein Kupferstich zeigt die beiden,
mit solchen Studien beschiftigt, an einem Arbeitstische.

Auf dem groflen Portrit, das Nicolaas Neufchatel im Jahre 1561 von ithm malte,
weisen ihn die beiden Platonischen Korper als kundigen Mathematiker aus: Mit
einem Stechzirkel greift Neudorffer die Malle eines Dodekaeders ab, den er in
seiner Linken hilt, und diktiert die MeBwerte einem Schiler, vielleicht seinem
Sohn. Uber seinem Kopfe hingt das Modell eines Wiirfels oder Hexaeders.

% Doede, Johann Neudorffer, S. 42.
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Gerade in Nurnberg erschienen einige Buchpublikationen, die das perspektivisch
richtige Zeichnen nach stereometrischen Gebilden lehrten:*

1543 August Hirschvogel, Graphiker und Glasmaler:

Eigentliche und griindliche Eimweisung in die Geometrie, sonderlich aber wie alle
regulierte und unregulierte Corpora in den Grund geleget und in Perspectiv gebracht
anch mit thren Linien anfgezogen werden sollen. Niirnberg 1543

1568 Wenzel Jamnitzer, Goldschmied:
Perspectiva Corporum Regularium. Nijrnberg 1568
(mit Illustrationen von Jost Amman)

1571 Hans Lencker, Goldschmied:
Perspectiva Corporum. Niirnberg 1571

Im Jahre 1599 veroffentlichte der ,,Schreinergeselle Hans Jakob Ebelmann aus
Speyer zusammen mit dem Stralburger Jakob Guckeisen eine Folge von
vierundzwanzig Kupferstichen, deren letzte Blitter durchbrochene Modelle von
regelmaBigen und halbregelmifligen Korpern abbilden.

Hans Jakob Edelmann: Polyeder
(links: zwei Wirfel, rechts: Ikosaeder)

Von der Aura ihrer einstigen Bedeutung ist nichts mehr zu erahnen. Hoéchst
dekorativ balancieren sie auf kunstvoll gestalteten, wohl holzernen Piedestalen und
dienen entweder als Modelle zum Erlernen und Uben des perspektivischen Zeich-
nens, oder auch als kuriose Meisterstiicke fiir Kunstsammlungen oder naturwissen-
schaftliche Kabinette.

 Graf, Kupferstiche eines Speyerer Kunsttischlers.
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Die Keplersche Weltenharmonie

Das Keplersche Planetensystem

Als Johannes Kepler (1571-1630) sich als junger Mathematiker in Graz mit der
Astronomie befaf3te, war die Lehre vom heliozentrischen Planetensystem gerade
ein halbes Jahrhundert alt. Kopernikus und sein Buch De Revolutionibus Orbinm
Coelorun®* wurde von der Kirche abgelehnt, auch von vielen Wissenschaftlern mit
groBBer Skepsis betrachtet. Kennzeichnend ist der Satz Osianders, dal} die neue
Hypothese wohl mathematisch richtig sein mag, aber ,,nicht wahr, nicht einmal wahr-
scheinlich™ sein kann. Kepler war tberzeugt, das ,,Wahre* und das ,,Wahrschein-
liche* beweisen zu kénnen.

Im Vorwort zur zweiten Auflage seines Werks Weltgeheimmis schildert er den Weg,
den er glaubte einschlagen zu mussen: ,,Wenn nun, so dachte ich mir, Gott bei den Babnen
(der Planeten) die Bewegungen den Entfernungen angepafit hat, so muf§ er sicher auch die
Entfernungen irgend einem anderen Ding angepafst haben.

Nach langwierigen Berechnungen, die keinen Erfolg brachten, kam ihm intuitiv
wahrend einer Vorlesung am 9. Juli 1595 ein Gedanke, den er sich selber zunachst
nicht erkliren konnte: Es stellte sich ihm die Frage: Besteht ein Zusammenhang
zwischen der Zahl ,funf* der Platonischen Koérper und der Zahl ,;sechs® der
damals bekannten Planeten? ,,Wenn sich nun, dachte ich, fiir die Grifse und das 1V erbdiltnis
der sechs Himmelsbahnen, die Kopernikus annimmt, fiinf Fignren unter den iibrigen unendlich
vielen ausfindig machen liefSen, die vor den anderen besondere Eigenschaften voraus hétten, so ginge
die Sache nach Wunsch. Aber: Was sollen ebene Figuren bei den raumlichen Bahnen? Man muf§
eher zu festen Korpern greifen. ... Wenn man einem, der die Geometrie auch nur wenig kennt,
das sagt, so treten ibm sogleich die fiinf reguliren Korper mit ibren 1 erbdltnis der um- und der
einbeschriebenen Kugeln vor Augen. ..."*

Spontan schreibt er noch am selben Tage hin, wie er sich den Aufbau des Planeten-
systems vorstellt: Die Erdsphdre ist das Maf fiir alle anderen Babhnen. 1hr umschreibe ein
Dodekaeder; die dieses umspannende Sphdre wird die Marsbabn sein. Der Marsbahn umschreibe
eine Pyramide; die diese umspannende Sphdre wird die [upiterbabn sein. Der Jupiterbahn
umischreibe einen Wiirfel; die diesen umspannende Sphdre wird die Saturnbabn sein. Nun lege in
die Erdbabn ein 1kosaeder; die diesem einbeschriebene Sphare wird die 1 enusbabn sein. In die
Venusbabn lege ein Oktaeder; die diesem einbeschriebene Sphdre wird die Merkurbahn sein.
Damit hast du den Grund fiir die Anzabl der Planeten.*®

% Es erschien 1543 mit einem Vorwort des Niurnberger protestantischen Theologen Andreas
Osiandet.

% Aus: Kepler, Weltgeheimnis, Vorrede.

% Ebd.

37



Kepler tiberpriifte die MaB3zahlen dieser vermuteten Anordnung anhand der empi-
risch gemessenen Angaben. Verbliiffenderweise®” stimmten die von ihm mathema-
tisch ermittelten Daten mit den astronomischen Befunden weitestgehend tberein.

Kepler begann nun eine sorgfiltige Begriindung fiir sein aus der Intuition und der
geometrischen Anschauung gewonnenes System. Er untersucht die funf regel-
milligen Korper und ihre Higenschaften unter den unterschiedlichsten, vor allem
geometrischen, aber auch dsthetischen Blickwinkeln und teilt sie danach in zwei

Klassen ein:®

Die 1. Klasse hat folgende Eigenschaften:
Besteht aus Wiirfel, Pyramide und Dodekaeder:

Die Korper haben alle unterschiedlich
geformte Seitenflichen.

Thre Ecken werden nur von je drei Seiten-
flichen gebildet.

Sie verdanken alle drei ihren Ursprung und ihre
Eigenschaften keinem anderen Korper.

(Sie) Jassen sich gefallig bewegen, wenn man durch die
Mittelpunkte einer oder Zuweier gegeniiberliegender
Seitenflichen einen Durchmesser 3ieht.

(Thnen) Zst es zu eigen u stehen.
Sie treten in vollkommener Dreizahl auf.

Sie weisen drei unterschiedliche Winkel (rechte,
spitze und stumpfe) auf.

Die 2. Klasse hat folgende Eigenschaften:
Besteht aus Oktaeder und Ikosaeder.

Beide K6rper haben als Seitenflichen das
gleiche Dreieck.

Thre Ecken werden von vier oder von funf
Seitenflichen gebildet.

Sie sind von den Koérpern der 1. Klasse
hergeleitet.

(Sie) nur, wenn man durch gegeniiberliegende Ecken
eznen Durchmesser ieht.

(Thnen ist es zu eigen) u schweben.
Sie in der unvollkommenen Zweizahl.

Sie haben nur stumpfe Winkel.

Aus diesen unterschiedlichen Merkmalen leitet Kepler ab, daf3 die Sphire mit der
Erdbahn sich nur zwischen den Platonischen Korpern dieser beiden Klassen
befinden kénne:®

Da also der Unterschied zwischen den Kirpern offen zutage lag, konnte es nichts Passenderes
geben, als unsere Erde, die doch die Summe der Welt, die Welt im Kleinen, und daber die
vornehmiste unter den Planeten ist, mit ibrer Babn gwischen die genannten zwei Klassen u legen.
. Da nach Kopernikus drei Planeten oberhalb der Erde sich befinden, midissen wir die drei
Kinper erster Klasse, Wiirfel Pyramide und 1kosaeder aufSerhalb der Erdbabn anbringen, den
Oktaeder und Dodekaeder innerhalb.

" Fiir uns jedenfalls. Kepler hat es bestimmt nicht anders erwartet.
% Kepler, Weltgeheimnis, 3. Kapitel.
® Kepler, Weltgeheimnis, 4. Kapitel.
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Wie die Reihenfolge der drei Polyeder der ersten Klasse zwischen den Planeten
Saturn, Jupiter und Mars angeordnet werden mul}, begriindet Kepler mit
Argumenten, die hier ihrer Eigenart wegen, allerdings nur auszugsweise, im Wort-
laut angefiihrt werden sollen:™

Der Wiirfel munfte den Fixsternen nabegeriickt werden und das erste 1 erbaltnis, das_zwischen
Saturn_und Jupiter, festlegen. Denn der vornehmste Teil der Welt anfSer der Erde sind die
Fixesterne. ... Der Wiirfel aber ist in seiner Reihe der erste. ... Er allein ist nach allen Seiten
hin orientiert und erstreckt sich nach drei anfeinander stehenden Dimensionen. ... Aber anch das
diirfen wir nicht iibergeben, dafS die erfinderische Natur das vollfommenste Geschopf mit den
Zlezchen Raumbeziehungen aufs vollommenste ausgestattet hat, wabrlich ein dentlicher Beweis,
wie hoch sie die Bedentung dieses Kirpers einschitzt. Denn der Mensch selber ist sozusagen ein
Wiirfel, der sechs Seiten hat: oben, unten, vorne, hinten, rechts links. ... Da die P ramide”’ ...
eine spitze Ficke hat, kommt sie vor den Kirpern mit stumpfen Ecken.”” ... Wenn der rechte
Winkel vor dem spitzen kommt, so hat anch der Wiirfel den 1V orzug vor der Pyramide, der ans
Vierecken zusammengesetzte Korper vor dem aus Dreiecken usammen gesetzten. ... Da die
Sechszahl der Seitenflichen eine vollkommene ,,Zahl* ist,” so folgt, daf die Pyramide, die
darunter bleibt, nicht vor dem Wiirfel kommen kann, sondern unmittelbar anf ihn folgen ninfs.

. Wir haben also den Grund, warum an zweiter Stelle zwischen Jupiter und Mars die
Pyramide liegt. ... Da von den Korpern erster Klasse das Dodekaeder iibrig ist, kommt es in der
Reibe an die dritte Stelle zwischen Mars und Erde.

Nach dhnlichen Gesichtspunkten, werden nun die Platonischen Korper der zweiten
Klasse zwischen Erde, Venus und Merkur angeordnet:™

Da sich der Wiirfel dem nach der Erde vornebmsten Teil der Welt nébert, ibrem dnfSersten
Umfang, d.h. den Fixcsternen, war es angemessen, das auch das Haupt der gmweiten Klasse (das
Oktaeder) an eine bedeutsamere Stelle der Welt innerbalb der Erdbabn trete,. Nichts aber ist
bedentsamer als der Mittelpunkt und die Sonne. Wenn wir die beiden Reiben von Korpern als
eine Reibe betrachten, was konnte es Eleganteres geben, als daf§ diese eine Rezhe anf beiden Seiten
mit den einander dbnlichen und vorziiglichsten Kirpern abschliefst? Auch ist es schiner, wenn die
Karper mit vielen Seitenflichen in der Mitte aufeinander folgen und die 1 ielzahl der Seitenflichen
allmdblich nach beiden Seiten hin abnimm!.

" Kepler, Weltgeheimnis, 5. und 6. Kapitel.

" Der Tetraeder.

2 Somit kommt sie vor dem Dodekaeder.

" Bine Zahl, deren Teiler aufaddiert die Zahl wieder ergeben, hiel3 bei den Pythagoreern eine
,vollkommene Zahl“. Ein Beispiel ist 1 +2 4+ 3 = 6.

™ Kepler, Weltgeheimnis, 7. und 8. Kapitel.
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Unter den zahlreichen Abbildungen des Werkes befindet sich eine Darstellung der
Planetensphire des Mars mit der ihr einbeschriebenen Dodekaeder, Ikosaeder und
Tetraeder sowie der Sphiren von Erde, Venus und Mars mit der Sonne als
strahlendem Mittelpunkt.

Die Marssphire mit den einbeschriebenen
Platonischen Koérpern

Die Abweichungen der astronomisch gemessenen Daten von den von ihm
errechneten Daten, die auf Abweichungen der Planetenbahnen von der perfekten
Kreisform zurlckzufiihren sind, beriicksichtigte Kepler dadurch, dal3 er die
urspringlich ,,ideal dinn“ gedachten Planetensphiren durch Kugelschalen von
gewisser Dicke ersetzte und den Planeten ,erlaubte®, sich jeweils innerhalb der
duBeren und inneren Begrenzungen dieser Schalen zu bewegen:”

wDen Bahnen selber lasse ich eine solehe Dicke, wie sie durch den Auf- und Abstieg des Planeten
gefordert wird. ... Wenn die Korper so eingeschaltet sind, wie ich gesagt habe, dann mufS die
Innenseite einer oberen Sphdre mit der Umbkugel des Korpers, die AufSenseite der ndichst unteren
Sphdre mit seiner Inkugel zusammengallen. ... Und nun siehe, wie entsprechende Zablen einender
nahe konmen.

" Kepler, Weltgeheimnis, 14. Kapitel,
40



Dieses modifizierte Planetenmodell mit den von ihm postulierten Dicken der
Planetenschalen stellte Kepler finfundzwanzig Jahre spater in seinem Werk
Weltharmonik’® schematisch dar:

SA RNL orbis

Die Platonischen Kérper mit ihren In- und Urn—Kugeln77

Gegen Ende des Jahres 1596 konnte der 25jihrige Kepler in Tubingen sein
Erstlingswerk ,,Mysterium Cosmographicun’® verdffentlichen. Mit einer ausfiihrlichen
Vorrede, in der er sich abschlieBend selbstbewul3t an den Leser wendet:

" Vollstindiger Titel: loannis Keppleri Harmonices munds libri V.

7 Abb. aus Kepler, Weltharmonik, V. Buch, Kap. I11.

" Vollstindiger Titel: Prodromus dissertationum cosmographicarum, continens Mysterinum Cosmaographicum,
de admirabili proportione orbinm coelestinm, de gque causts coelornm numers, magnitudinis, motunmque
periodicorum genuinis & proprifs, demonstratum, per quingue regularia corpora Geometrica.
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Wenn du aber ... Bedenken hast, ob meine Aufstellungen anch sicher sind ..., nun so mache
dich endlich an das Buch selber und schan dir die Sache an ... Du wirst die alten Planeten
finden, nur ein gang; klein wenig verrenkt, dafiir aber durch die ... von ebenen Fldchen begrenzten
Karper so gut befestigt, dafS du einem Bawern, der dich fragt, an welchem Haken denn der
Himmel anfgehingt ist, dafs er nicht einfdllt, zu antworten vermagst. Gehab dich wobl!

Das vollstindige Planetensystem stellt Kepler in einem weiteren Kupferstich dar,
der sich an der Planetensphire orientiert, die Kaiser Karl V. sich von dem
Mathematiker F. Turrianus aus Cremona hatte fertigen lassen.

TABELLA 1L
ORBIVM PLANETARVM DIMENSIONES, ET DISTANTIAS PER QVINQVE REGVLARIA CORPORA GEOMETRICA EXHIBENS,
ILLVSTRISS®, PRINCIFL, AC DNO, DRO FRIDERICO, DVC] WIRTENBERGICO, ET TECCIO, COMITI MONTIS BELGARVM, ETC. CONSECRATA.

Spbuers 9.

Y=y N
5ol Molum slee Cestram Vadren] bnvnsbie,
Fonsrar tbals ad pegla. ie

Das Keplersche Planetensystem aus: Mysterium Cosmographicum 1596

Eine dhnliche Planetensphire plante Kepler als kunstvolles Modell aus Edelmetall
herstellen zu lassen. Er wandte sich dazu an seinen Landesherrn Herzog Friedrich
von Wirttemberg: , Demnach der Allmdchtige wverschinen Sommer nach langwiiriger
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ungesparter mithe und Fleif§ mir ein Hauptinventum in der Astronomie geoffenbaret: Wie sollches
Ich in eim besonderm Tractit! ausgefiibrt und alberait u publicieren ich willens; Auch das ganze
werk und die demonstration des fiirnemsten intenti fijglich und zirlich in einen Credenzbecher,
dessen Diameter einen Werkschul'” hielte, michte gebracht werden: williches dann ein recht
eigentlich Ebenbild der Welt und Muster der Erschaffung, so weit menschliche 1 ernunft raiche,
und dergleichen zuvor nie von keinem Menschen gesehen noch gehort worde, seyn und heifen
michte ... % Trotz jahrelanger Bemithungen und intensiver Briefwechsel lieB sich
dieser Plan nicht verwirklichen.

Keplers astrologische Folgerungen

Aus Gestalt und Anordnung der Platonischen Koérper bestimmt Kepler auch den
,,Charakter® der ihnen zugeordneten Planeten, also die astrologischen Eigen-
schaften und die Fahigkeiten Einflu3 auf die Menschen zu nehmen, in deren
., Nativitit“®! dieser Planet als Aszendent steht:*

Wenn man den Planeten, die die Erdbabn nmbkreisen, jene Korper guordnet, die ibrer Babn
umbeschrieben sind, den Planeten aber, die von der Erdbabhn umschlossen werden, jene Kirper
zuweist, die ihnen umbeschrieben sind, was meines Erachtens mit bestem Grund geschehen kann,
$0 kommt

- auf den Saturn der Wiirfel,

- auf den Jupiter die Pyramide,

- auf den Mars das Dodekaeder,
- auf die Venus das 1kosaeder,

- auf den Merkur das Ofktaeder.

Die Erde, die nur Grenze ist, wird keiner der beiden Reiben zugeordnet. Auch Sonne und Mond
trennen die Astrologen weit von den fiinf anderen Gestirnen, so dafs ... die Zabhl der Kirper schin
it den fiinf Planeten iibereinstimmt. ...

Da Jupiter, Venus und Merkur (ich nenne den Planeten statt des Korpers) dieselben Seitenfléichen
besitzen, erbalten wir einen Grund fiir ihre Freundschaft. Denn dem Dreieck wohnt vorgugsweise
Bestindigkeit inne. ... Fragen wir uns darum nicht mebr verwundert, was denn der harte und
Sfeurige Mars Reizendes an sich habe, dessentwegen die holdselige 1 enus ihren Ebegatten betrog
und sich mit Mars einliefs. ...

Der Saturn ist einsam und liebt die Einsambkeit, genau so wie seine Rechtwinkligkeit nicht die
geringste Abweichung von der Gleichheit zuldfst, die ibm seine Bestandigkeit ranben kinnte.
[Jupiter dagegen hat aus der unendlich groffen Zahl spitzer Winkel einen erbalten und ist dadurch
lentselig - geworden, jedoch nur madfig, nicht allzusehr. Er ist ndmlich der Urbeber der

" Etwa 33 cm.

* Kepler, Weltgeheimnis, S. 13.

*" Geburtshoroskop.

%2 Kepler, Weltgeheimnis, 9. Kapitel.



wobhlgesitteten Freundschaftsverhdltnisse. So sind anch Mars und Venus leutselig geworden, aber
allzusebr; denn ihr stumpfer und ausladender Winkel verrat MafSlosigkeit. Merkur ist wegen
seiner Winkel von derselben Natur wie Saturn und Jupiter. Es lieben anch die Gelebrten die
Einsamkeit, obne jedoch menschenfeindlich zu sein. ...

Die Rube und Bestindigkeit zundchst des [upiter, dann des Saturn und schlieflich des Mars
rithrt von der kleinen Zabl der Seitenflichen her, die Unrube und Leichtfertigkeit von V'enus und
Mars dagegen von deren Vielzabl. Das 1V erdnderliche und Wandelbare ist immer die Fran. Der
der Venus entsprechende Korper ist unter allen am verdnderlichsten und am leichtesten wailzbar.
Es liegen hier Stufen vor; darum stebt Merkur in der Mitte, seine 1 ertranenswiirdigkeit ist
mttelmafsig. ...

Mars bringt mit vielen Kanten eine kleinere Anzahl von Seitenfldchen 3mwege, Venus mit ebenso
vielen Kanten eine grifSere Angabl. Dem Mars sind anch viele Wagnisse fehlgeschlagen; die
Venus kommt ibm an Wagnissen gleich, aber sie hat mebhr Gliick dabei. Das darf uns nicht
wundernebmen. Denn es lassen sich leichter Reigentinzge veranstalten als Kriege, und es war
angemessen, schneller Liebe ans Ziel gelangen zu lassen als HafS; denn dieser rafft die Menschen
dabin, jener erzeugt sie.



Die Platonischen Kérper in der Mineralogie
Kristalle und ihre Klassifizierung

Das dullere Erscheinungsbild natirlich gewachsener oder kiinstlich geztichteter
Kristalle hingt von ihren mikroskopischen Feinstrukturen sowie von den
physikalisch-chemischen Umfeldbedingungen wihrend der eigentlichen Kiristall-
bildung ab. Das Muster, nach dem im Einzelfall die Atome im sogenannten
,Kristallgitter angeordnet sind, entscheidet dariiber, welche Moglichkeiten an
dufleren Formen fiir eine bestimmte Kristallsubstanz tberhaupt bestehen. Die
anorganische Kiristallchemie unterscheidet hierbei genau sieben unterschiedliche
sogenannte ,,Gittersysteme*:

(1) das kubische oder regulire Gittersystem,
(2) das tetragonale Gittersystem,

(3) das hexagonale Gittersystem,

(4) das rhomboedrische Gittersystem,

(5) das rthombische Gittersystem,

(6) das monokline Gittersystem und

(7) das trikline Gittersystem.*’

DU

a a a

a
kubisch tetragonal ~ hexagonal rhomboedrisch
-
rhombisch  monoklin tr1klm

Die sieben Gittersysteme

Innerhalb eines jeden solchen Gittersystems kann wiederum eine grof3e Vielfalt von
Kristallformen entstehen, die fur das jeweilige Gittersystem spezifisch und keines-
falls in einem der anderen Gittersysteme anzutreffen sind.

* Obwohl die Bezeichnungen der Gittersysteme es nahelegen konnten, haben sie nichts mit den
Platonischen Kérpern zu tun.
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Welche konkrete Kristallform dann ein Mineral tatsidchlich annimmt, hingt von
Faktoren wihrend des Kristallisationsprozesses® ab, wie

- der chemischen Zusammensetzung der Kristallsubstanz,

- den chemischen Stoffen, die sich zwar in der Kristallschmelze oder
—l6sung befinden, aber nicht in die entstehenden Kiristalle aufge-
nommen werden,

- dem Druck, unter dem die Kristallisation stattfindet,

- die Temperaturen wihrend der Kristallbildung

und vielem anderen mehr.

Die folgenden Abbildungen zeigen als Beispiel, in welcher Formenvielfalt Minerale
in der kubischen Gitterklasse auskristallisieren kénnen:®

rhombendodekaedrischer Habitus

tetraedrischer Habitus

* Die Phase der Kristallisation kann durchaus Millionen von Jahren andauern, zwischendurch
zum Stillstand kommen und erneut wieder einsetzen. Vgl. z.B. Phantomquarze!
* Die Kristallformen von pseudokubischem Habitus sind hierbei nicht beriicksichtigt.
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pentagondodekaedrischer Habitus

ikosaedrischer Habitus

Minerale, die die Form Platonischer Korper annehmen,® sind nur im kubischen
Gittersystem anzutreffen®” und kristallisieren oft in mehreren unterschiedlichen
Formen aus. Erstaunlich ist dabei, da3 diese bei vielen Mineralen nur in den Unter-
klassen der einander polar zugeordneten Platonischen Kiristallformen auftreten.

So kennt man in Gestalt Platonischer Kérper die folgenden Mineralien:*®

Tetraeder Zinkblende, Antimonfahlerz, Silberfahlerz, Boracit
Wiirfel Fluorit, Pyrit, Diamant, Steinsalz

Oktaeder Fluorit, Pyrit, Diamant, Steinsalz (selten), Spinell
Ikosaeder Pyrit, Kobaltglanz

Dodekaeder Pyrit, Kobaltglanz

% Natiitlich gewachsene Kiristalle weisen nie exakt, sondern immer nur annihernd die Form
Platonischer oder Archimedischer Kérper auf.

¥ Das Gittersystem heif3t aus diesem Grunde auch das ,,regulire®.

* v. Philipsborn, Tafeln zum Bestimmen der Minerale.
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Die Goldkristallisationen von Berkeley

Wissenschaftler der University of California (Berkeley) untersuchten in den
vergangenen Jahren, inwieweit sich die Ausformung kiinstlich geziichteter Kiristalle
durch unterschiedliche FEinstellung der chemisch-physikalischen Bedingungen
wihrend des Kristallisationsprozesses gezielt beeinflussen lassen. Nachdem sie in
den Jahren 1999 bis 2002 erkannt hatten, wie man Silber- und Platinkristalle
planmiflig in prismen-, stab- und drahtartiger Form erzeugen kann, gelang es ithnen
im Jahre 2004, aus sogenannten ,,Mutterlosungen® mikroskopisch kleine Gold-
kristalle in Form von Platonischen Kérpern zu ziichten.”

Sobald sie der Goldlésung ein bestimmtes Polymer (PVP)” hinzufiigen, von dem
bekannt ist, dal} es die aktuelle Gestalt von Kristallen wihrend ihres Entstehungs-
prozesses bestimmt, bilden sich in Minutenschnelle kleinste Goldpartikel in regel-
mifligen Formen. Sie weisen fast keine Gitterstorungen auf, d.h. ihre Kristall-
struktur ist nahezu perfekt. Ihre GroRe liegt im Bereich von 100 nm bis 300 nm.”"

Mit elektronenmikroskopischen Verfahren konnte man feststellen, dal} bei einem
bestimmten Verhaltnis der Goldkonzentration zum PVP in der Mutterl6sung etwa
70 % der Kiristalle als Tetraeder in ziemlich einheitlicher Gré3e von etwa 200 nm
entstehen. Es fehlt ihnen allerdings die ,,obere Spitze, sie sind damit nicht voll-
standig ausgebildet.

Die Gold-Tetraeder ohne Spitze

Fihrt man denselben Prozel3 mit einer um 20 % reduzierten Goldkonzentration
durch, so bildet sich ein Gemenge aus Ikosaedern (etwa 90 %) von fast perfekter
Gestalt, aber unterschiedlichen GréB3en, und von Oktaedern (weniger als 10 %).

# Kim, Platonic Gold Nanocrystals.
" PVP = Polyvinylpyrolidon.
' 1 Nanometer (nm) = 1 Millionstel eines Millimeters.



Gold-Tkosaeder (links und rechts oben)
und Gold-Oktaeder (unten Mitte)

Figt man hingegen rechtzeitig, bevor die Kiristallisation einsetzt, ,,fremde™ Ionen
(hier Silbernitrat) hinzu, so kristallisieren Wiirfel von etwa 150 nm Kantenlidnge aus.

Gold-Wiirfel

Inzwischen glauben die Wissenschaftler zu wissen, mit welchen Zusitzen zur
Goldlésung man die Tetraeder zur vollen Ausbildung bringen kann.

Somit steht nur noch die kiinstliche Ziichtung von Gold-Dodekaedern aus, um den
vollstindigen Satz der Platonischen Koérper als Goldkristalle zu erhalten.
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Abbildungsnachweis

Bei Abbildungen, die aus Druckwerken tibernommen wurden, wird lediglich der Name des
Autors genannt. Der volle Titel des zugehorigen Druckwerks ist dem obigen Literaturverzeichnis
zu entnehmen.

Archiv des Autors:

Abb. auf S. 5,6, 7, 8,9, 10, 20, 24, 29, 30, 32, 33, 35, 39, 40, 41, 44, 45, 40.
C. W. Ceram:

Abb. auf S. 23 unten.
Critchlow:

Abb. auf S. 11, 12, 13, 14, 16.
Faust:

Abb. auf S. 25.
Kim u.a.:

Abb. S. 47, 48.
Lindemann:

Abb. auf S. 15, 23 oben.
Nouwen:

Abb. auf S. 22

Copytight @ 2005 Peter Werth
Alle Rechte, insbesondere das Recht der Vervielfaltigung
und Verbreitung sowie der Ubersetzung vorbehalten.

52



